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ABSTRACT 

Classical ly a colored t ree  is associa ted to any p-adic groups of r ank  one. 

For some of these, subgroups  act ing s imply  t r ans i t ive ly  on vert ices of 

given color are constructed.  In fewer case, the  same can be done for 

edges. 

A un groupe p-adique G, c'est ~ dire d6fini sur un corps local non archim6dien k, 

quasi-simple et de rang relatif un, est associ6 un arbre num~rot~ .AG sur lequel 

G op~re. 

L'objet de cet article est de construire des sous-groupes de G qui op~rent 

simplement transitivement sur les sommets d 'un num~ro donn6 de AG. Ces sous- 

groupes seront appel~s r~seaux relatifs s ce num6ro, ceci sera possible pour cer- 

tains groupes G, et m~me dans un nombre plus restreint de cas, ils seront contenus 

dans des sous-groupes de G qui op~rent simplement transitivement sur les ar~tes. 

Ces sous-groupes, comme ils param6trisent les sommets d 'un num~ro donn~ ou 

les ar~tes de l'arbre, r6alisent une section de la projection de G sur son quotient 

par un sous-groupe parahorique, ils sont discrets et cocompacts dans G; on les 

construit comme produits libres de groupes finis, dont l 'arbre associ6 se plonge 

isom~triquement sur Aa. 

On montre que, si G poss~de pour un sommet s E Aa un sous-groupe simple- 

ment transitif sur la sphere unit~ S(s, 1), il contient un r~seau relatif au num~ro 
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autre que celui de s, et qu'une condition n6cessaire et suftisante pour qu'il conti- 

enne des rdseaux simplement transitifs sur les ar~tes de .Ac, est qu'dtant donnds 

deux sommets voisins s e t  t, le groupe G poss~de pour chaque sphere S(s, 1) et 

S(t, 1) un sous-groupe simplement transitif. 

Cette condition ne pourra  ~tre satisfaite que pour les groupes G et les sommets 

s E ~4c, pour lesquels S(s, 1) a une structure de droite projective sur un corps 

fini, sur laquelle la restriction du fixateur de s dans G op~re par homographies. 

Dans les autres cas, off cette action est celle d 'un groupe de type SU3 sur la 

varidtd de ses sous-groupes de Borel, cette construction est impossible. 

On sera amend h dtudier cas par cas, les groupes p-adiques G qui sont en rang 

un, tous des groupes classiques, et on discutera les rel~vements ~ G des sous- 

groupes construits sur des corps finis. Ici les rdsultats ne seront ddtaillds que 

dans les cas les plus simples. 

L'dtude des sous-groupes discrets cocompacts sans torsion de PGL2(k) a dtd 

inaugurde par Ihara [I] sans que soit ~tudid le rapport  avec l 'arbre sous-jacent, 

qui d'ailleurs n'avait pas encore dt~ ddfini. 

J 'a i  donn5 [C-2], pour les groupes dont l 'arbre est homog~ne et qui y op~rent 

transitivement, une construction de sous-groupes simplement transitifs sur les 

sommets,  qui est explicitde pour PGL2(k). L'objet  de cet article est une 

gdndralisation des rdsultats dans le cas non homog~ne. 

Remarquons qu'il n 'y  a pas toujours de rdseau adaptd/~ un numdro donn~ et 

mSme si les les mdthodes employees ne les donnent pas tous, elles donnent des 

r~sultats plus prdcis que ceux obtenus par diff~rents auteurs qui ont construit 

des rSseaux uniformes dans des groupes rdductifs p-adiques. Pour le rang un, 

signalons, A. Lubotzky [L-2] et [L-3] qui a exhibd des r~seaux uniformes d 'abord 

dans PSL2(k), puis dans tousles  groupes construits comme groupes de Schottky, 

et H. Bass et R. Kulkarni [B], [B-K] en ont en prouvd l'existence et fait la thdorie. 

Pour dnoncer les r~sultats obtenus, on note q le cardinal du corps rdsiduel 

de k. 

La premiere famille de groupes dtudide est celle des groupes lindaires, construits 

part ir  d'une alg~bre s division D, centrale simple sur k dont on note d le degrd. 

Le groupe PGL2(D),  qui op~re transitivement sur un arbre homog~ne de type 

qd poss~de des sous-groupes simplement transitifs sur les sommets saul si q et 

d sont simultandment pairs. Le groupe PGL~(D),  qui op~re sur le m~me arbre 

que PGL2(D),  mais avec deux orbites, poss~de, sauf si q est impair et d est pair, 
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des sous-groupes simplement transitifs sur les ar~tes. Enfin le groupe PSL2(D) 

poss~de, si q est pair ou si qa = 3 mod 4, des r@seaux simplement transitifs sur 

les ar@tes. 

Le seul groupe orthogonal de rang relatif un, qui n'est pas une forme d 'un 

groupe lin~aire, est celui d'une forme de dimension 5. Si G est le groupe sp@cial 

orthogonal de cette forme, son arbre est de type (q, q2), il poss~de toujours des 

r@seaux relatifs aux sommets d'ordre q2 + 1, et si q est pair il poss~de de r@seaux 

simplement transitifs sur les ar@tes. 

On consid~re ensuite les groupes unitaires de rang relatif un, ce sont tous les 

groupes unitaires en dimension 3 et certains en dimension 4. Dans tous les  cas, 

les groupes SU3 associ@s tL une extension ramifi.@e poss~dent des r@seaux relatifs 

/~ un num@ro que l 'on peut d@crire dans le diagramme de Dynkin, mais pas pour 

l 'autre, et les groupes S U 4 / + I  de rang un associ@s ~ une extension ramifi@e, 

poss~dent un r@seau relatif aux sommets d'ordre q + 1. 

Si de plus q est pair, d 'une part  les groupes SU3 et SU4 de rang un associ@s 

une extension ramifi@e poss~dent des r@seaux simplement transitifs sur les ar@tes, 

d 'autre  part  les groupes SU3 associ@s ~ une extension non ramifi@e poss~dent des 

r@seaux relatifs aux sommets de type q3. 
Enfin quelle que soit la parit@ de q, le groupe PGU(4), form@ des classes de 

similitudes d'une forme hermitienne de degr@ 4 et de rang un associ@e ~ une 

extension non ramifi@e, poss~de des sous-groupes qui ophrent simplement transi- 

t ivement sur les sommets de son arbre. 

Dans cet article k d~signe un corps local non archim@dien, dont q est l 'ordre du 

corps r@siduel, on note ~O l 'anneau des entiers de k, d'id@al maximal  p = vzkD. 

Pour une extension L de k, on notera L~L l 'anneau des entiers, dont PL = UYLL~L 

est l'id@al maximal. 

Pour une alg~bre centrale simple D sur k de degr@ d, on note DD l'ordre 

maximal, dont PD est l'id@al maximal. 

De faqon g@n@rale, dans un anneau local on d@signera la r@duetion par x ~-* ~, 

que l 'on ne confondera pas avec la conjugaison x ~-* x ~ par l'@l@ment non trivial 

du groupe de Galois Gal(L[k) d'une extension quadratique galoisienne. 

On rappelle la terminologie utilis@e. Un arbre semi-homog~ne de type (ql, q2), 

o/1 q], q2 sont des entiers non tous deux @gaux ~t 1, est la donn@e d 'un arbre muni 

d'une application de l 'ensemble de sommets sur {1,2}, appel@e num@rotation, 

telle que les ar@tes soit compos@es de sommets de num@ros distincts, et telle que 
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tout sommet de num~ro i soit d'ordre qi + 1. Un arbre homog~ne de type I est un 

arbre, non num6rot~, dont tousles  sommets sont d'ordre l + 1. Dans un arbre, 

S(x,  r) d6signe la sphere de centre x et de rayon r pour la m~trique g~od~sique. 

Dans un groupe H,  on notera H* -- H - {e}. 

1. C o n s t r u c t i o n  de  rd seaux  

1.1. Rappelons le rdsultat dtabli dans [C-2], qui permet de construire dans 

PGL2(k) des r6seaux et qu'il s'agira de gdndraliser aux arbres semi-homog~nes. 

Soit G u n  groupe qui opbre sur un arbre homogbne A de type l, dont on fixe 

un sommet O origine. 

On considbre le groupe Fr,s, produit libre de s groupes d'ordre 2 et de r groupes 

cycliques infinis, on rappelle que son graphe de Cayley At,8, relatif aux 2r + s 

g6ndrateurs de ces groupes cycliques, est un arbre homog~ne. 

PROPOSITION 1: On considbre une partie B C G, et on note F le groupe 

engendrd par  B. 

On suppose que B = B - I ,  que [B[ = l + 1, et que B(O) = S(O, 1). 

Le groupe F opbre simplement transitivement sur ,4, et il existe un isomor- 

phisme de Fr,s sur F, off 2r + s -- l + 1, pour s dgal au hombre d'involutions de B,  

dont B est l'image des 2r + s gdndrateurs, qui induit un isomorphisme d'arbres 

entre A~,8 et A. 

Rdciproquement tout sous-groupe de G simplement transitif sur A est de ce 

type. 

Cet 6nonc6 s'applique, bien entendu, aux groupes p-adiques quasi-simples de 

rang relatif un dont l 'arbre est un arbre homog~ne sur lequel ils op~rent transi- 

tivement. On v6rifie par inspection des tables de Tits [T], qu'il s'agit des groupes 

PGL2(D), et du groupe PGU(4) associ6 s une forme hermitienne relative h une 

extension non ramifi6e en dimension 4 et de rang un. La m~thode de la note [C-2] 

s'applique en partie, car ces groupes sont doublement transitifs sur les spheres 

unit~, voir [C-3], et que par construction des arbres, ils poss~dent sur toutes 

les g~od~siques des translations de pas un. Par contre l'existence d'involution 

~changeant deux sommets voisins sera dans chaque cas ~ discuter. 

1.2. I1 s'agit de construire dans cette partie des groupes qui op~rent sim- 

plement transitivement sur les sommets d 'un num6ro donn6 d 'un arbre semi- 
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homog~ne. 

On se donne k + 1 groupes Hi (i = 1 , . . . ,  k + l) de m~me ordre r + 1, avec 

k r 1 o u r  r 1, et on note F = *i=l ..... k+lHi le produit  libre de ces groupes. Le 

cas particulier off les Hi sont tous ~gaux h Z/(r + 1)Z est int~ressant. 

Le graphe de Cayley de r associ~ n'est plus un axbre en g~n~ral et ne doit doric 

plus ~tre considerS, contrairement h ce qui a ~t~ fait darts le cas du groupe libre 

et dans les articles cites par [M-W] pour le produit libre des groupes cycliques. 

On consid~re le graphe At ,  dont l 'ensemble des sommets est S = $1 t3 $2, avec 

$1 -- F et $2 = U i = l  .. . . .  k-I-1 F/Hi et dont l 'ensemble des ar6tes A C $1 x $2 

est form~ des paires (g,g'Hi) avec g E g'Hi. Les sommets de num~ro 1 sont de 

valence k + 1, ceux de num6ro 2 sont de valence r + 1. 

Cette construction peut s ' interpr~ter en terme de graphes de groupes: on con- 

sid~re le graphe Gj de groupes, de sommets I = {0} U J, avec J = {1 , . . . ,  k + 1}, 

d'ar6tes sont {{0, i} [i E J},  les groupes Hi attaches aux sommets  i E J sont 

les groupes Hi d~j~ d6finis, et les autres groupes, attach6s aux ar~tes ainsi qu 'au 

sommet 0, 6tant triviaux. Le groupe fondamental du graphe de groupe est le 

produit libre F des groupes Hi, qui op~re, avec k + 2 orbites, sur le rev6tement 

fondamental du graphe G j, c'est un arbre qui s'identifie s .Ar, et F op~re sim- 

plement transit ivement sur l 'orbite de 0. Voir IS] Iw 

On num6rote le graphe obtenu pour en faire un arbre semi-homog6ne de type 

(k, r),  sur lequel F op~re par des isom~tries de fa~on simplement transitive sur 

les sommets de num6ro 1 qui constitue l 'orbite de 0. 

1.3. On consid~re deux groupes finis non triviaux, non tous deux d 'ordre 2, 

G1 d'ordre kl et G2 d'ordre k2. On note F = G1 * G2 le produit  libre de ces 

deux groupes, et on considbre le graphe ,4~, dont l 'ensemble des sommets  est 

S = S1 u $2 avec Si = F/Gi, et dont l 'ensemble des ar~tes est F, identifi~ aux 

couples (gG1, hG2) avec gG1 M hG2 r 0. Cette construction peut s'interpr~ter, 

comme la pr~c~dente, en terme de graphes de groupes. 

On pose I = {1, 2} et on consid~re le graphe GI de groupes, dont les sommets  

sont I ,  les ar~tes {1, 2}, le groupe Gi pour i = 1, 2, ~tant attach~ au sommet  

i, le groupe attach~ h l 'ar~te ~tant trivial. Le groupe fondamental de ce graphe 

de groupe est le produit libre F des groupes Gi, qui op~re, avec 2 orbites, sur le 

rev~tement fondamental du graphe Gt qui est un arbre semi-homog~ne de type 

(kl - 1, k2 - 1), et F y op~re, via la multiplication h gauche, par des automor- 



200 F.M. CHOUCROUN Isr. J. Math. 

phismes simplement transitivement sur les ar~tes de l 'arbre. 

Les homomorphismes canoniques de G1 x G2 dans GI et G 2 d~finis par 

(gl,g2) ~ gl et (gl,g2) ~-~ g2 induisent des homomorphismes #1 de F sur Gx 

et #2 de F sur G2, et on posera F1 = ker# l  et F2 = ker#2. 

On v~rifie que F1 est le produit libre des k2 + 1 groupes hG2h -1 pour h E G1, 

et que F = F1 ~ G1. De m~me pour F2. 

Montrons comment les arbres attaches s F et s Fi peuvent ~tre identifi~s. 

Pour fixer les idles choisissons i = 1; tout ~l~ment ~ E F s'~crivant de faqon 

unique "y = ggl avec g E F et gl E G1, ~ la classe ~,G1 on asocie l'~l~ment g E F, 

et s la classe ~'G2 on associe la classe vG2g~ -1 = gglG2g~ 1, enfin s l'~l~ment 

~/E F on associe (g, vG2g~ 1) : on v~rifie ais~ment que c'est une bijection entre 

sommets  et ar~tes des deux arbres sur lesquels les groupes op~rent ~ gauche par 

la m~me action. 

1.4. L'analogue dans le cas semi-homog~ne de la proposition 1 est 

PROPOSITION 2: Soit .,4 un arbre semi-homogbne de type (ql, q2), dont on note 

le groupe d'automorphismes. On choisit an sommet  x0 de numdro 1 de ,4 

et on suppose donnd pour tout y E S(xo, 1) un sous-groupe Hy C G, qui opbre 

simplement transitivement sur la sphbre S(y, 1). 

Soient les groupes g = (Hy [ y 6 S(xo, 1)) C G, et F = *yes(xo,1)Hy, dont on 

note A r  l 'arbre associ4. 

(1) L'homomorphisme canonique ~ de F sur H est un isomorphisme, H opbre 

de fa~on simplement transitive sur les sommets de A de numdro 1; de plus 

1'application ~(.)(Xo) de F duns A se prolonge en un isomorphisme d'arbres 

de A r  sur A.  

(2) S'il existe un sous-groupe H tel que pour tout y 6 S(xo, 1) le groupe Hy = 

gyHg~ 1 avec gy E ~, alors le groupe F0 engendrd par  les commutateurs 

C = {[gy, h] [ y C S(xo, 1), h e H*, } est libre de base C, on a F = F0 ~ Hy, 

et [F: F0] divise [F: F'] pour tout sous-groupe libre F' de F. 

COROLLAIRE 3: Soient duns un arbre semi-homogbne A,  de type (ql, q2), deux 

sommets  voisins Xl et x2, avec Xx de numdro 1. 

On suppose donn~ pour i = 1, 2, un sous-groupe d'automorphismes de H~ C ,4 

simplement transitif sur la sph&re S(xi ,  1). 

Alors le groupe K = (H1 u H2) opbre simplement transitivement sur les ar~tes 

de A, e t e s t  produit libre des deux groupes H1 et H2. 
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Le groupe  K contient  deux sous-groupes distinguds H 1 et H 2. Chaque  groupe  

H i op~re s implement  t rans i t ivement  sur  les s o m m e t s  du numdro donnd i, et est le 

produit  fibre des conjuguds de H3- i  pa r  les dldments de H~. En/in K = H 1 )~ H1 = 

H 2 :~ H2.  

Rdciproquement  tout  groupe qui opbre s implement  transi t ivement  sur les ar~tes 

de l ' a rbre  est de cet te  forme. 

Ddmonstration: La d~monst ra t ion  est la m~me que celle de [C-2] faite pour  

les arbres  homog~nes : on pose B = Uyes(~o,1)Hy, on a IBI = [S(xo, 2)l et 

Bxo  = S(x0,  2), pour  d~montrer  (1) on utilise le l emme suivant et on conclut par  

un a rgument  de comptage.  

LEMME 4: Soit x un s o m m e t  de A de numdro 1, on pose d(xo, x)  -= 2n. Alors il 

existe n dldments bl , . . . , bn E B tels que x = bl �9 .. bnxo, et ces dldments satisfont 

bib~+l ~ B U {e} pour  i = 1 , . . . , n -  1; 

Rdciproquement ,  dtant donnds n dldments b~ E B satisfaisant h b~b~+l ~ B U { e }  

pour  i = 1 , . . . , n -  1, on a d(x,  xo) = 2n pour  le s o m m e t  x = b l . . . b n x o .  

Pour  d~montrer  le corollaire, on ~crit k e r # l  comme  l 'ensemble des produi ts  

a l b l . . . a k b k ,  off ai E H1, bi E H2, avec a l . . . a k  = 1, et on remarque  qu'ils 

peuvent  encore s '~c r i r e  alblall.., olkbkak 1, avec ai E H1. 

Pour  ~tablir le (2) de la proposit ion,  on consid~re Fo le noyau de l 'homo- 

morph isme  canonique de F dans H d~fini ~ par t i r  de Hy par  gyhg u ~ h. On 

v~rifie que le f ixateur dans Fo des sommet s  de S(O,  1) est trivial,  ainsi que celui 

de O, donc il op~re l ibrement  sur l 'arbre,  et c 'est  donc un groupe libre. Pour  

v~rifier qu' i l  est engendr~ par  C, on utilise la formule 

aba- lcdc  -1 = [a, b] [c, b-1] - l c (b - ld )c  -1, 

et on v~rifie ais~ment que les ~l~ments de C engendre un groupe libre de base C. 

Ces calculs pr~cisent des r~sultats  plus g~n~raux, voir [S] 2.6, Cor ~ la prop  11, 

et IS-H] 2.7., voir aussi [B]. 

La d~mons t ra t ion  des autres  assertions est facile. | 

Remarque  1: Dans le cas off on appl iquera  cet te construct ion ~ un groupe 

p-adique, on pour ra  toujours  supposer  que les hypotheses  de (2) sont satisfaites. 

Remarque  2: Le corollaire est, peu ou prou, en par t ie  un cas part icul ier  d 'un  

th~or~me de Ti t s  cf. IS]. 
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1.5. Nous allons donner quelques ddfinitions. 

Ddfinition 1: Etant  donnd G un groupe topologique qui op~re sur un arbre semi- 

homog~ne, et admet un plongement continu comme sous-groupe fermd du groupe 

des automorphismes de l 'arbre, on appelle rdseau (uniforme) relatif au numdro i 

un sous-groupe F de G qui op~re simplement transitivement sur les sommets  de 

numdro i. 

Ddfinition 2: Un rdseau relatif (uniforme) au numdro i sera dit de type 

cyclique s'il est produit libre de qi + 1 groupes cycliques de m~me ordre, 

diddrM s'il est produit libre de qi + 1 groupes diddraux de m~me ordre, 

mixte s'il est produit libre de qi + 1 groupes cycliques ou diddraux de 

m~me ordre. 

1.6. Un des rdsultats de la thdorie de Bruhat-Tits  est que la restriction de 

Faction du fixateur d 'un sommet ~ la sphbre unitd centrde en ce sommet est celle 

d 'un groupe sur un corps fini (donc quasi-ddployd) agissant sur la varidtd des 

sous-groupes de Borel. 

D'apr~s la classification des groupes algdbriques sur un corps fini, cette action 

est celle de PGL2, ou de PSL2, de PSU3 ou de PU3 d 'un corps fini sur son 

immeuble sphdrique, qui est dans les premiers cas une droite projective, et les 

deux derniers cas la varidt~ des droites isotropes pour une forme hermitienne non 

ddgdndrde. 

Dans tes cas PSU3 et PU3, il n'existe pas de sous-groupe simplement transitif 

sur la varidtd des droites isotropes, comme on peut le vdrifier dans les tables 

des groupes simples finis pour les petits ordres. On limitera donc l 'analyse des 

groupes aux cas off Faction rdsiduelle est du type PGL2.  

PROPOSITION 5: Soit F u n  corps fini de cardinal I. 

(1) I1 existe un sous-groupe cyclique d'ordre l + 1 de PGL2(F) ,  dont 

l'intersection avec le sous-groupe de Borel standard est triviale, et qui ainsi 

opbre de faqon simplement transitive sur la droite projective pl (F). 

(2) Si I - 3 rood 4, il existe un sous-groupe de PSL2(F),  diddral d'ordre l + 1, 

qui opbre de faqon simplement transitive sur la droite projective FI (F) .  

PROPOSITION 6: Soit K un corps local, d'anneau d'entiers DK, dont le corps 

rdsiduel a I dl~ments. 
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(1) 11 existe un sous-groupe cyclique d'ordre I + 1 de PGL2(DK),  dont 

l'intersection avec le sous-groupe d'Iwahori s tandard est triviale, et qui 

ainsi op~re de faqon s implement  transitive sur la sphere unitd de l 'arbre. 

Dans le eas off I e s t  une puissance de 2, c'est un sous-groupe de PSL2(DK), 

que l'on peu t  relever bi ject ivement en un sous-groupe de SL2(DK). 

(2) Si I -- 3 rood 4, il existe un sous-groupe diEdral d'ordre l + 1 de PSL2(DK), 

dont l'intersection avec le sous-groupe d'Iwahori standard est triviale, et qui 

ainsi opbre de faqon s implement  transitive sur la sphbre unite de l'arbre. 

De plus, ces sous-groupes de PGL2(DK) se relbvent en sous-groupes de 

GL2 (DK) dont l'intersection avec le centre de GL2 (~0K) est constitude de scalaires 

appartenant  ~ #2~o (K).  

DEmonstration: On commence par d~montrer la proposition dans le cas fini. 

Soit L = F(K), une extension quadratique de F d~termin~e par ~ solution d'une 

~quation ~2 = ~ si l est impair, et ~2 + ~ = ~ sinon, off ~ E F. On plonge L-; 

dans GL2 (F),  en associant ~ ( = u + v~ E L la matrice M(( )  de la multiplication 

par ( d a n s  L* dans la base (1,~), ~gale 

M( ( )  = si l e s t  impair, et u + v 

On v~rifie que a matrice M(~) n'est triangulaire sup~rieure que si ~ C F car 

v = 0 implique que M( ( )  est scalaire. 

Soit ~ un gdn~rateur du groupe cyclique L* 

D~terminons s quelle condition ~'~ E F* : comme F* est l 'ensemble des solu- 

tions de ~n( / - -1 )  ~__ 1, on doit avoir n(l - 1) est multiple de 12 - 1, donc n multiple 

de l + 1. On voit ainsi que l ' image de ~ dans PGL2(F)  est d 'ordre l + 1 et, compte- 

tenu de ce qui precede, le groupe qu'elle engendre a une intersection triviale avec 

le sous-groupe de Borel standard, d 'oh (1). 

On ~crit l - 1 = 2mu, avec u est impair, de sorte que l + 1 et u sont premiers 

entre eux; ainsi l ' image de ~ dans PGL2 sera encore d'ordre 1 + 1. Les ~l~ments 

et ~u engendrent le m~me sous-groupe de PGL2(F) ,  mais l 'intersection du groupe 

engendr~ par ~u dans GL2 avec F* est #2,~ (F).  

On suppose que q est impair, pour ~tablir le point (2). On sait que l 'application 

norme de L* dans F* est surjective. Comme ~ est un g~n~rateur du groupe L*, 

sa norme N~ sera un g~n~rateur du groupe F*, dont l 'ordre est le nombre pair 

l - 1, ainsi N (  it F 2. Comme le d~terminant de M(~) est N~, l ' image de M(~) 

dans PGL2(F)  ne sera pas dans PSL2(F) . 
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On suppose ddsormais l - 3 mod  4. Dans ce cas, - 1  n 'est  pas un carrd et on 

peut  choisir ~ = VrL-1. On peut  dcrire le groupe 

L----;={( b ?)aveca2q-b2~O}, onposea= (10 O 1 ) ,  

a normalise L---; , on a a~a = ~-1 et a 2 ---- 1. 

On  identifie ainsi L* >r (a) ~ un sous-groupe de GL2(F). L'dldment ~ E L* 

ayant  dtd fixd comme ci-dessus, soit G = {~kak} C ~ ~ (a); on vdrifie que c 'est  

un groupe diddral d 'ordre  l 2 - 1, que L-; plongd dans F x F est l 'orbite sous G 

de (1, 0) et que les d~terminants des dldments de G sont des carrds de F. 

Comme l + 1 est pair, F* = (~1+1) C G , l ' image H de G dans PGL2 est un 

groupe diddral d 'ordre  l + 1, transit if  sur p I ( F ) ,  et m~me simplement transit if  

pour  des raisons de cardinal. 

La proposit ion locale se ddmontre de faqon analogue, et pour  cela on choisit 

une extension quadrat ique non ramifide L = K(a) de K,  avec a solution d 'une  

dquation a 2 = ~3 si q est impair, a 2 + a = t3 sinon, e t /3  ~ K, avec ~ = - 1  pour  

le (2). Et  dans le cas off l e s t  pair, on note qu 'un  dldment "y E P G L 2 ( K )  d 'ordre  

l + 1 a une norme qui est un carrd car d 'ordre  impair, ainsi est dans PSL2(K)  et 

se relive m~me dans SL2(K) en un dldment de m~me ordre. | 

Remarque 1: L'exemple des groupes PSL2(F5) et PSL2(Fg) isomorphes s des 

groupes alternds, et donc facile ~ dtudier, montre qu'il  n 'existe pas en gdndral 

de sous-groupes de PSL2(FI) simplement transitifs sur la droite projective si 

l - 1 mod  4. On voit dans ces deux cas qu 'un  groupe d 'ordre  I q- 1 rencontre de 

fa~on non triviale le normalisateur  d 'un  sous-groupe de Sylow d 'ordre  I. 

Remarque  2: Dans le cas off l e s t  pair, les groupes P G L 2 ( F )  et PSL2(F)  

co'/ncident. 

2. G r o u p e s  l inda i re s  

Soit D u n e  alg~bre ~ division centrale simple sur k de degrd d. Elle contient une 

unique extension maximale non ramifide de k, qu 'on  note L on a [ L :  k] = d, et 

on peut  choisir l 'uniformisante WD de D vdrifiant w d = wk. cf. [J], th  9.21. 

2.1 PGL2(D) .  La proposit ion 1 donne 
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PROPOSITION 7: Soit G = PGL2(D),  il opbre transitivement sur son arbre Aa = 

A homog6ne de type qd. 

(1) On suppose d impair. Etant donnds deux entiers r, s avec 2r + s = qd -4- 1, 

le groupe G poss6de des sous-groupes discrets isomorphes 

r ,s =,z,...,_ z , ,z /2z , . . . ,  z/2z: 
Y 

7,  
8 

qui opbrent simplement transitivement sur l'arbre A, rdalisant des isomor- 

phismes entre les arbres Ar,s et A. De plus tout soas-groupe simplement 

transitif sur les sommets est de l'un de ces types. 

(2) On suppose d pair. Le groupe PGL2(D) possbde des sous-groupes qui 

opbrent simplement transitivement sur l 'arbre .4, si et seulement si q est 

impair. Dans ce casce sont des groupes libres ~ (qd + 1)/2 gdndrateurs, et 

leur arbre de Cayley est isomorphe ~ celui de PGL2(D).  

Ddmonstration: Le groupe G est "doublement" transitif sur son arbre, il 

agit doublement transitivement sur l 'espace des bouts et poss~de, pour toute 

gdod6sique, des translations de pas un. L'existence d'involutions 6changeant deux 

sommets voisins est, comme on peut le voir en conjugant par G, 6quivalente 

l'existence d'une involution a qui stabilise la g~od~sique associ6e s (DD x ~ ) n ~ z ,  

6changeant ses bouts et les sommets associ6s g DD • L~D et s ~ D  X 9 0 "  

On v6rifie que si d est impair l'616ment a repr6sent6 par la matrice 

(o 1 ~ 
v6rifie ces conditions car o ,2 = 1, puisque a 2 est reprdsent~ par la matrice scalaire 

dont le coefficient diagonal w~  m+l = w~) C k est central. 

Par  contre si d est pair, montrons qu'il n'existe pas d'involution a qui v6rifie 

eeseonditions. Sinononeonsid~reraitwa, a v e e w = ( ~  ~ ) ,  qui c o m a e  il fixe 

(~ les deux bouts -4-cr serait diagonal, d'ofi a = ~ , et pour 6changer les 

deux sommets  voisins, on devrait avoir [~[ = [wo [, ce qui empficherait a 2 d'etre 

repr6sent6 par une matrice scalaire ~ coefficients dans k. 

2.2 CERTAINS SOUS-GROUPES DE PGL2. On considbre le sous-groupe 

PGL~(D) d'indice 2 de PGL2(D),  form6 des images des matrices dont la 
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valuation du ddterminant de Dieudonnd est paire, et le sous-groupe PSL2(D) 

image dans le groupe projectif du groupe SL2(D) des matrices de ddterminant 

de Dieudonnd dgal ~ 1, qui est aussi le quotient de SL2(D) par son centre. 

Ces groupes ont deux orbites sur l'arbre de PGL2(D), qui est de homogbne 

type qd. Cet arbre peut ~tre muni d'une structure d'arbre semi-homog~ne, la 

numdrotation dtant associde ~ la paritd de la distance ~ un sommet donnd. Ces 

deux groupes sont distinguds dans PGL2(D), respectent la numdrotation et sont 

transitifs sur les sommets de numdro donnd. 

Le groupe PGL2 op~re sur l'arbre, et conjugue entre eux les fixateurs des 

sommets. 

Le fixateur dans PGL~(D) d'un sommet de l'arbre est conjugud (par un dldment 

de PGL2(D)) ~ PGL2(~0D), et son intersection avec PSL2(D) est conjugude 

PSL2(DD). 

Pour appliquer les rdsultats prdcddents, il faudra trouver dans ces groupes des 

sous-groupes simplement transitifs sur la sphbre unitd. On les prendra comme 

quotients de sous-groupes de GL2(~OL). 

Le groupe GL2(L) est un sous-groupe de GL2(D). Ces deux groupes ont des 

centres distincts, celui de GL2(L) est constitud des matrices scalaires dans L*, 

il n'est pas contenu dans celui de GL2(D) constitud des matrices scalaires dans 

k* : ainsi PGL2(L) n'est pas un sous-groupe de PGL2(D). Par contre PSL2(L) se 

plonge dans PSL2(D), les groupes SL2(D) et SL2(L) ayant des centres identiques. 

Les arbres AD de PGL2(D) et AL de PGL2(L) sont tous deux homog~nes de 

type qd, il n'est pas naturel de les identifier, mais plutSt de considdrer AL comme 

un sous-graphe de AD. 
On identifie les classes des rdseaux •L • ~-~L et ~-~D • ~ D ,  ceci ddfinit une 

origine commune O aux deux arbres, les sommets de l'arbres .AD constituant 

l'orbite de O sous GL2(D), et ceux de AL l'orbite de O sous GL2(L). 

La sphere unitd SL(O, 1) de •L s'obtient comme une partie de la sphere 

So(O, d) de rayon d dans .AD. 

LEMME 8: Soit H u n  sous-groupe de GL2(~L). 

(1) Le groupe H est transitifsur la sphere SL(O, 1) si et seulement si H est 

transitit" s ur la sphere So ( O, 1). 

(2) On suppose de plus que H N L*I C k*I. 

Le groupe -H L, image de H dans PGL2(L), est simp]ement transitit"sur la sphere 

SL(O, 1) si et seulement si le groupe HD image de H clans PGL2(D) est simple- 
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meat transitif sur la sphbre So(O, 1). 

Dgmonstration: On d6signe par D~9 , D~, les groupes des unit6s des anneaux 

DD et DL, et on consid6re les sous-groupes d'Iwahori ID de GL2(DD) et IL de 

GL2(DL) 6gaux ~t 

ID = ~D t-)5 ~L t-~*L " 

Le groupe d'Iwahori ID (resp. IL) est le fixateur dans GL2(D) (resp. GL2(L)) 

d'une ar~te passant par O dans l'arbre AD (resp. AL.) 

On remarque que ID N GL2(L) = IL. 

Pour montrer (1), il suffira de remarquer que le premier point est 6quivalent 

ce que l'indice [H: H n ILl = qd -k 1, et que le deuxi6me point est 6quivalent ~ ce 

que l'indice [H: H n ID] = qd + 1. 

Comme H est un sous-groupe de GL2(DL), on concluera en remarquant que 

H NID = H NID n GL2(L) = H A I L .  

Pour d6montrer (2), il faudra v6rifier que le fixateur d 'un sommet voisin de O 

est dans le centre du groupe c'est ~t dire v6rifier que les conditions H NIL C L*I 

et H O ID C k*I sont 6quivalentes, ce qui sera ici visiblement le cas compte-tenu 

de la condition de l'6nonc6. I 

Remarque: Le groupe GL2(DL) v6rifie les conditions de (1), ceci permet de 

v6rifier que les sommets de ~L(O, 1) sont "bien r6partis" dans l'arbre de 

PGL2(D), c'est ~ dire que deux sommets distincts sont ~ distance 2d. 

PROPOSITION 9: On se donne un sommet x C ~4D. 

(1) On suppose q impair. 

(a) Si d est impair, PGL~(D) possbde un sous-groupe cyclique d'ordre 

qd + 1 simplement transitif sur S(x, 1). 

(b) Si q - 3 rood 4 et si d est impair, PSL2(D), et ~ fortiori PGL~(D), 

possbde un sous-groupe, digdral d'ordre qd + 1, simplement transitif 

sur S(x,  1). 

(2) On suppose q pak, a/ors PGL2(D) possbde un sous-groupe cyclique d ' ordre 

qd q_ 1 simplement transitif sur S(x, 1). 

Ddmonstration: Les (1)(a) et (2) sont cons6quences de la proposition 6. 

Pour obtenir (1) (b) on utilise le lemme ci-dessus, le groupe H que l'on a 

construit, rencontre le centre L*I suivant des racines 2-6me de l'unit6. 
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Pour montrer que H n L*I c k*I, il suffira de vdrifier que 

# 2 ~  N L* = #2oo N k*. 

Les racines de l'unitd dans k (resp. L) proviennent des corps rdsiduels Fq (resp. 

Fq~), leurs ordres sont les diviseurs de q -  1 (resp. qd _ 1). L'ordre des racines 

2-~me de l'unitd dans k (resp. L) sont les puissances de 2 dont l'exposant 

appartient A [0, val2(q - 1)] (resp. [0, val2(q d - 1)]). 

L'dgalitd #200 OL* =/~2oo ok* est donc dquivalente/t val2(q d -  1) = val2(q- 1). 

Ce sera le cas si q est pair, ou si q est impair et d est impair. | 

COROLLAIRE I0: 

(1) On suppose q pair. 

(a) Les groupes PGL~(D) et PSL2(D) poss6dent des sous-groupes 

simplement transitifs sur les ar~tes de l 'arbre AD, qui sont des 

produits libres de deux groupes cycliques. 

(b) Pour chaque num~ro de sommet, ees groupes poss6dent des rdseaux 

relatifs de type cyclique, qui peuvent ~tre choisis comme sous-groupes 

du groupe eonstruit en (a). 

(2) On suppose q impair et d impair. 

(a) Le groupe PGL~(D) poss~de un sous-groupe simplement transitif sur 

les ar~tes de l'arbre .40, qui est un produit libres de deux groupes 

cycliques. 

(b) Pour chaque num~ro de sommet, ces groupes poss~dent des r6seaux 

relatifs de type cyelique, qui peuvent 6tre choisis comme sous-groupes 

du groupe construit en (a). 

(3) On suppose q -- 3 rood 4 et d impair. 

(a) Le groupe PSL2(D) poss&de un sous-groupe simplement transitifs sur 

les ar~tes de l'arbre ,40, qui est un produit libre de deux groupes 

diddraux, et le groupe PGL~ (D) poss~de un sous-groupe simplement 

transitif sur les ar~tes de l'arbre Ao ,  qui est un produit libre de deux 

groupes cycliques ou di~draux. 

(b) Pour chaque num6ro de sommet, ces groupes poss~dent des r~seaux 

relatifs. Ces r6seaux peuvent ~*re choisis eomme sous-groupes du 

groupe eonstruit en (a), ils sont de type di6dral pour PSL2(D), et 

peuvent ~tre cycliques, mixtes ou di~draux pour PGL~ (D). 
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Remarque: Pour d = 1, Lubotzky [L-3] a construit un groupe produit amalgam~ 

de deux groupes d'ordre 2(q + 1) operant chacun transitivement sur une sphere 

unit~. On pourra v~rifier que ce groupe contient pour q pair (resp. q ~ 3 mod 4) 

le groupe construit ci-dessus en (1)(a) (resp. (3)(a)), comme sous-groupe d'indice 

fini. 

3. Groupes orthogonaux et unitaires 

3.1. On va appliquer les constructions, donn6es dans les deux premieres sec- 

tions, aux groupes classiques de type orthogonal et unitaire de rang relatif un, 

qui sont donc associ6s aux formes quadratiques ou hermitiennes d'indice de Witt  

~gal ~ un. 

Deux groupes orthogonaux de rang un sont isog~nes ~ des groupes lin~aires. 

Ce sont les groupes sp6ciaux orthogonaux en dimension 3 et 4, ainsi r~alis~s : on 

munit les espaces k 3 et k @ L | h, de dimension 3 et 4, off L est une extension 

quadratique du corps local k, des formes quadratiques, 

q 3 ( X - I , X o , X l )  : X - l X l  + X 2, q 4 ( X - I , ~ , X l )  -~ X - l X l  + N L /k (~ )  

off on d6signe x+l une coordonn6e dans k et ~ une coordonn~e dans L. 

On notera par SO(3) (resp. S0(4))  le groupe special orthogonal de la forme 

q3 (resp. q4). 

LEMME 11 : 

(1) Le groupe SO(3) est isomorphe ~ PGL2(k). 

(2) 
(a) Le quotient SO(4)/: t :  I e s t  isomorphe au sous-groupe de PGL2(L) 

constitud des images dans PGL2 des dldments de GL2 dont la norme 

du ddterminant est un carrd de k, i.e. des classes d'dldments 9 de 
--1 2 GL2(L) avec det9  E NL/k(k ). 

(b) Darts tousles cas 1'image de SO(4) contient PSL2(L), et si 1'extension 

L de k est non ramifide, e'est le groupe PGL~(L) des classes d'dldments 

de GL2(L) dont la valuation du ddterminant est paire, et elle contient 

en particulier PGL2 ( DL ) eomme sous-groupe compact maximal  

Ddmonstration: Les r~sultats (1) et (2)(a) se trouvent en substance dans 

[VdW], mais seulement si la caract~ristique est impaire. Ils sont faciles s ~tablir 
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part ir  de la d~composition de Bruhat des groupes, car les radicaux unipo- 

tents des sous-groupes de Borel sont isomorphes ~ k (resp. L). Ainsi on v~rifie 

que la vari~t~ des drapeaux isotropes a une structure de droite projective sur k 

(resp. L), d'ofi un homomorphisme des groupes orthogonaux dans des groupes 

d'homographies sur k ou (resp. L), et on conclut ais~ment la d~monstration. 
g * * Pour (2)(b) si L]k est non ramifi~e, on a L/k(~..~L) = Dk, car l 'application 

norme dans le cas d 'un corps fini est surjective. | 

3.2. Les groupes 6tudi~s dans ce num6ro seront des groupes orthogonaux et 

unitaires de rang relatif un. 

Pour donner une pr6sentation commune, on d6signera par L, dans le cas 

orthogonal le corps k, et dans le cas hermitien l 'extension quadratique s6parable 

de k, permet tant  de d6finir la forme hermitienne, et qL le cardinal du corps 

r6siduel de L. 

On consid~rera des espaces vectoriels sur L de la forme E = L @ V @ L : on 

6crira un vecteur x de E sous la forme x = (x - l ,~ ,Xl ) ,  avec x+l  e L, et ~ E V, 

ou encore x = x - l e _ l  + ~ + Xlel .  

On commencera par consid~rer une forme quadratique Q de rang un sur un 

espace de dimension 5 sur le corps k, que l 'on peut d~crire ~ part ir  d 'un es- 

pace vectoriel V de dimension 3 muni d 'une forme quadratique anisotrope q, par 

exemple un sous-espace de dimension 3 du corps des quaternions sur k, la norme 

quaternionique ~tant la forme quadratique, et on consid~rera sur E la forme 

quadratique 

Q(xl ,  ~, Xl)  = X- lXl  -{- q(~). 

Le groupe special orthogonal d 'une telle forme sera not~ SO(5, Q), il est de rang 

relatif un. 

On ~tudiera ensuite des groupes sp~ciaux unitaires SU(n) de rang un, associ~s 

des formes Q hermitiennes sur des espaces de dimension n, il y e n  a pour n = 3 

ou n = 4, qui sont ainsi construits. 

Pour n = 3, on part  de V = Leo muni de la forme hermitienne q(xoeo) = xoxg,  

et pour n = 4, on choisit un espace hermitien (V, q) anisotrope de dimension deux 

sur L, par exemple V -- H l e  corps des quaternions sur k la forme q(~) = N(~) 

d~finie par la norme quaternionique N. 
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On d~finit alors sur E la forme Q par 

Q(x) = X _ l X  ~ Jr q(~) -I- X l X ~  �9 

On d~signera par G l 'un des groupes d~finis ci-dessus; l '~tude des sous-groupes 

compacts maximaux de G utilise l 'arbre, dont la r6alisation g~om~trique est 

d~finie dans [B-T 2] comme espace des normes autoduales, et que l 'on va rappeler 

ici. 

Une norme sur l 'espace vectoriel E d~fini sur le corps valu~ L e s t  une fonction 

u de E dans R + , pour laquelle d(x, y) = u(x - y) est une distance ultram~trique, 

et qui v~rifie u(.kx) -- I)~lu(x), pour A E L. A la forme quadratique Q est associ~e 

une forme bilin6aire ou sesquil6aire (,), on d6finit une norme u* associ6e s une 

norme u, par 

= sup I(x, y)____AI 
yeE* u ( y ) "  

Une norme u sera dite autoduale si u = u*. 

La r6alisation g~om6trique de l ' immeuble de ces groupes G est un arbre, 

r~union de droites r~elles, constitu6 des normes autoduales, ou plutSt de leur 

logarithme de base qL 1, les normes autoduales correspondant alors aux normes 

maximinorantes de [B-T 2] 

Les bouts de ces arbres s'identifient s l ' immeuble sph~rique du groupe G, qui 

est la vari6t~ des droites isotropes de V. Se donner deux bouts ~quivaut ~ se 

donner une d~composition de l 'espace E ~ l'aide d 'un espace V comme ci-dessus, 

c'est aussi se donner un tore d~ploy6 dans G. La r~alisation g6om~trique de la 

g~od~sique d~finie par ces donn~es, est la famille de normes u~ avec a E ~ . ,  

d6finies par 

\ qL 
Les fixateurs K~ dans G des normes u~ sont des sous-groupes parahoriques, qui 

sont soit des sous-groupes compacts maximaux,  soit des sous-groupes d'Iwahori. 

On reconnait les compacts maximaux parmi les parahoriques: ce sont les 

fixateurs des sommets de l 'arbre combinatoire. Un point x0 est situ~ sur une 

g6od6sique de l 'arbre g~om6trique est un sommet de l 'arbre combinatoire, si et 

seulement s'il existe dans le groupe G u n  616ment qui le fixe et qui permute  les 

bouts de la g6od6sique. 

Pour la g~od~sique associ~e aux droites Lel et Le_l,  qui est consti tute des 

normes u~, un tel 616ment doit 6changer ces droites : on v6rifie ais6ment qu'il en 
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1 existe fixant ~ si et seulement si a E ~Z. Les autres valeurs de a donnent des 

groupes d'Iwahori qui sont conjugu~s. Et les compacts maximaux se r~partissent 

en deux classes de conjugaison celle de K0 et celle de K~_. 
2 

3.3 SO(5, Q). On part du corps de quaternions H sur k que l'on peut con- 

struire/~ partir d'une extension quadratique s@arable non ramifi~e L = k(e) de k, 

off ~ est une unit~ ({e{ = 1), et partir d'une uniformisante w g  telle que w 2 = w 

soit une uniformisante de k. 

Le corps H s'dcrit comme espace vectoriel H = L | HL, la norme quater- 

nionique s'explicitant en 

NH(A + "~YH].t) = A A  a --  U:Yl-llZ a .  

Sur un espace V de dimension 3, on peut considdrer deux formes quadratiques 

anisotropes, la premiere ql est la restriction de la norme NH au sous-espace 

V = k �9 w i lL ,  

ql(U, V, W) = U 2 -- ~ N ( v  -I- ~w), 

la deuxi~me est la restriction de la norme NH au sous-espace V = L | wHk,  

q2(u, v, w) = N ( u  + ev) - w w  2. 

On d~finit les formes quadratiques de rang un Qi (i = 1, 2) sur E = k �9 V (9 k, 

par 

Qi(x -1 ,  x l )  = x _ , x l  + 

On remarque que - w Q 2 ( X l ,  (u, v, w), xl)  = Ql ( - w x - 1 ,  (ww,  u, v), xl). 

Ainsi les deux formes quadratiques de type QI et Q2 auront donc m~me groupe 

special orthogonal. 

On part des formes Q1 et Q2 6crites /~ l'aide de la d~composition E = 

les ke-1 �9 V G ke-1 et des formes ql et q2 sur V, et on d~signe par v~ et v~ 

normes correspondant ~ Q1 et s Q2. 
1 i 

On remarque que q 2u~(x_l ,  ( u , v , w ) , x l )  est ~gal 
2 

s u p ( l w z - l l ,  x/{ - w q 2 ( u ,  v ,  w)[ ,  [Xl[) = VO('CUX--1, (--'~UW, ?./,, V), Xl)  , 

dont le second membre montre que c'est une norme autoduale associ~e ~ la forme 

~yQ1. 
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Ceci montre que les compacts maximaux de SO(5, Q) sont conjugu6s aux 

groupes K i = {g �9 SL(5, D) [Vx �9 E Qi(gx) = Qi(x)} pour i = 1,2, qui 

sont des 616ments entiers du groupe SO(5, Q) r6alis6 soit ~t part ir  de Q1 soit de 

Q2. 

Les formes Qi sont enti6res, et leurs %duites mod ~v sont 

Q~(2) = 212-1 + fi2 et Q--2(2) = 212-1 + g ( ~ ) .  

On voit ainsi que le groupe K 1 (resp. K 2) %duit mod ~v est un groupe SO(3, q) 

(resp. une forme de rang un de SO(4, q) d6crit plus haut) l 'action de ce groupe 

sur la sph6re unit6 centr6e au sommet fix6 par K 1 (resp. K 2) est celle de PGL2(q) 

sur p1 (q) (resp. d 'un sous-groupe de P GL2(.q 2) contenant PSL2(q 2) sur pl(q2)). 

LEMME 12: 

(1) Le fixateur d'un sommet  d'ordre q contient un sous-groupe qui opbre sim- 

plement transitivement sur la sphbre unitd centrde en ce sommet; on peut  

toujours le choisir cyclique d'ordre q + 1, et si de plus q - 3 mod 4 on peut  

aussi le choisir diddral. 

(2) Si q est pair, le fixateur d'un sommet  d'ordre q2 contient un sous-groupe 

cyclique d'ordre q2 + 1 qui op6re simplement transitivement sur la sphbre 

unitd centrde en ce sommet. 

Ddmonstratio~: Par conjugaison, on peut se ramener au groupe K 1 qui con- 

tient un groupe SO(3, D) pour le (1), et g K 2 qui contient un SO(4, D) de rang 

un pour le (2), et le groupe K 1 (resp. K 2) a m6me r6duction rood w que le 

groupe SO(3, D) (resp. SO(4, D)). 

Pour un sommet de type q, on utilise l ' isomorphisme de PGL2(D) et 

l ' isomorphisme de SO(3) vu plus haut, et on applique les r6sultats d6montr6s 

dans PGLz(D).  

Mais pour le second cas, le groupe SO(4) n'est pas isomorphe ~t un sous-groupe 

de PGL2, mais seulement un quotient de SO(4) par son centre l'est. On ne 

conclut que dans le cas q pair. Dans ce cas, un sous-groupe cyclique d'ordre 

q2 + 1 de PSL2(D) se rel6ve dans SO(4, D) en un groupe d'ordre c(q 2 + 1), avec 

c = Ip~(k)l = 1 ou 2. S ic  = 2 le centre de SO(4,D) est -t-I, d 'ordre premier avec 

q2 + 1, le groupe obtenu est cyclique d'ordre 2(q 2 + 1) et poss6de un sous-groupe 

d'ordre q2 + 1 qui a m6me image que lui dans SO(4, D ) / +  I. | 

On a d6montr6 
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TII~OR~ME 13: Soit G le groupe SO(5, Q) d'une forme quadratique de rang un 

sur le corps local k. Son arbre est semi-homogbne de type (q, q2). 

(1) On suppose q impair. 

Le groupe G possbde un rdseau relatif aux sommets de type q2 de type cyclique 

si q ~ 3 mod 4, et mixte si q -= 3 mod 4. 

(2) On suppose q pair. 

(a) Le groupe G possbde un sous-groupe simplement transitif sur les 

ar~tes de l'arbre de G; c'est un produit libre de deux groupes 

cycliques, l'un d'ordre q + 1, l'autre d'ordre q2 + 1. 

(b) Pour chaque numdro de sommets, G possbde un rdseau relatif de type 

cyclique, qui peut ~tre choisi comme sous-groupe distingu~ du groupe 

construit au (a). 

Exemple: Soit k = Q2, on consid~re L = k(~/), off "y est une racine de l '~quation 

x2 + x = 1, la forme Q(x-1, (u, v, w), Xl) = X-lXl3ru2-l-uv - v 2  --2W2 quadratique 

sur k 5, et le groupe G = SO(5, Q) associ~ ~ cette forme, la valence des sommets  

de son arbre est alternativement 3 et 5, il est dessin~ dans [T]. 

D'apr~s le th~or~me precedent, le groupe G poss~de un sous-groupe F qui 

opbre simplement transitivement sur les ar~tes, et qui est un produit libre de 

deux groupes cycliques, dont, en suivant la d~monstation, on peut donner les 

g~n~rateurs qui sont (10101) (!000_1 
0 1 0 0 - 1  0 0 - i  

= - 2  1 - 1  0 et /~= 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 0 1 0 
3 1 1 0 2 - 2  0 0 1 

a ~ tan td 'o rdre  5, et ~ d'ordre 3. 

3.4 SU(3) ET SU(4). Les groupes SU(3) ou SU(4) d6finis au num6ro 3.2 sont 

relatifs ~ une extension quadratique galoisienne L du corps k, que l 'on 6crira dans 

le cas non ramifi6 L = k(r avec r une unit6, et dans le cas ramifi6 L = k(WL), 

et dans ce cas on choisira w = w~ comme uniformisante de k. 

L'alg~bre de quaternions H sur k munie de la norme quaternionique fournira 

un module d'espace hermitien sur L anisotrope de dimension deux, que l 'on d6crit 

ainsi : si L e s t  non ramifi~e sur k, on consid~re H = L ~ Lwn,  avec w ~  = w 

l 'uniformisante commune de L e t  k, et si L e s t  ramifi~e sur k, ce qui suppose 
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la caractdristique impaire, l'alg~bre de quaternions peut s'dcrire H = L G Le, 

avec e2 = ~ une unitd de k. Ainsi l 'espace E = L @ H @ L e s t  alors muni d 'une 

forme hermitienne de rang un comme au numdro 3.2; on notera c~ l'dldment 1 et 

l'dldment WH ou e, selon le cas, de H plongd dans E, ils forment une base de 

H comme sous-espace de E. 

On ddsignera par G, soit un groupe SU(3), soit le quotient S U ( 4 ) / •  I d 'un 

groupe de rang un, dont on va dtudier les compacts maximaux.  Ceux-ci sont 

ddcrits aisdment en termes de normes. 

3.5 q IMPAIR. On supposera dans ce numdro que q est impair. 

Le fixateur K0 de la norme v0 est dgal ~t K0 = SU(3) n GL3(DL)-, ou ~ l ' image 

de SU(4) N GL4(DL), quand on •177 E ~ L n au moyen des bases ddcrites, 

c'est le groupe des points entiers de G. 

Le fixateur KI~ de vl~ est engendrd par le groupe d'Iwahori KoNK�89 et l'dldment 

w � 8 9  p 0 
~:~7 L 0 0 

1-~ si n = 3 et p est la matrice diagonale ( A 01) off p = - -~L  0 avec A = w~ - ~  

Parmi les groupes prdcddents (q impair), on ne peut appliquer les constructions 

de l 'article que dans deux cas : pour les groupes SU(3) ou S U ( 4 ) / •  I associds 

une extension ram• et les compacts K0 correspondant. 

Dans le premier cas on vdrifie que l 'action rdduite mod WL sur la sphere unitd 

centrde en u0 est celle de SO(3, q) sur la varidtd des droites isotropes pour la 

forme dtudide au numdro 3.1, car les formes 2XlX-1 + x 2 et ~1x-1 + Xo 2 sont 

dquivalentes. 

Ce groupe et son action sont isomorphes s celle de PGL2(q) agissant sur p1 (q). 

Cette action se relive dans PGL2(gk) ,  puis dans SO(3, Dk) qui est un sous- 

groupe de K0 et qui a m~me rdduction dans S0(3,  q). 

Dans le second cas, on vdrifie que Ko le fixateur dans G du sommet  v0 est 

G N (GL4(L~L)/•  I ) ,  il contient le groupe S O ( 4 ) ( ~ ) / •  I ,  associd ~ la forme 

2x- ix1  + NK/k(~), qui est dquivalente ~ x - i x 1  + Ng/k(~),  avec K = k(~). 

L'act ion rdduite de K0 modulo w sur la sphere unitd centrde en ~'o, qui est 

celle de SO(4, q ) / •  I associde ~ la forme quadratique sur Fq provenant de la 

forme prdcddente, est isomorphe ~ celle du groupe PGL2(Fq2) agissant sur la 
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droite projective PI(Fq2 ). D'apr~s la proposition 6, comme l'extension K / k  est 

non ramifi4e, l'image de S O ( 4 ) ( D ) / +  I e s t  PGL2(DK). On obtient 

THI~OREME 14: On suppose q impair. 

(1) Soit G = SU(3) dont 1'extension associ4e est ramifi4e. L'arbre A a  est de 

type (q, q), et G possbde un r4seau relatif au num4ros de u! .  Dans tous les 
2 

cas ce rdseau peut  ~tre choisi de type cyclique, et si q = 3 mod 4, il peut  

~tre cyclique, di4dral, ou mixte. 

(2) Soit G est un groupe S U ( 4 ) / •  de rang un, associd ~ une extension ramifi4e. 

L'arbre A a  est de type (q2, q), et G possbde un r4seau relatif au num4ro 

des sommets d'ordre q + 1, de type cyclique. 

Remarque: Pour d'autres groupes et d'autres sommets Faction du groupe K,  

r4duite h la sphbre unit4 est celle d 'un groupe projectif sur une droite projective, 

c'est le cas des groupes K�89 pour les groupes SU(3), que l'extension soit ou non 

ramifi4e, et du groupe K !  dans le groupe SU(4) /+  I associ4 h une extension non 
2 

ramifi4e. Ces groupes K,  contiennent des SL2(L~F), dont les centres ne sont ni 

triviaux, ni contenus dans ceux de G, ainsi les groupes d'ordre q + 1, ou q2 + 1 

obtenus n 'admettent  pas de rel~vement biunivoque dans les groupes K, .  

3.6 q PAIR. On supposera dans dans ce num4ro que q est pair. 

Le bon point de vue pour 4tudier les compacts maximaux si q est pair, est celui 

des donn4es radicielles valu4es, car un certain nombre de difficult4s techniques 

surgissent, telles que la valuation des 414ments de trace 1 qui doit ~tre discut4e. 

Ayant pos4 ~ = sup{w(A)lA + A ~ = 1} et F' = {w(d)[d + d ~ = 0} pour w la 

valuation de L, et en utilisant la relation w(L*) = F' U 2w(L*) + 5 [T], on obtient 

peu ou prou les m~mes r4sultats que dans le cas q impair. 

THI~OR~ME 15: On suppose q pair. 

(1) Si G est un groupe SU(3), associ4 ~ une extension ramifi4e, ce qui suppose la 

caractdristique de k dgale ~ z4ro, 1'arbre AG est de type (q, q), et G possbde 

un sous-groupe simplement transitif sur ses ar~tes, qui est un produit libre 

de deux groupes cycliques d'ordre q + 1. 

De plus, pour chaque numdro G possbde un r4seau relatif de type eydique, qui 

peut  ~tre choisi comme sous-groupe distingu4 du sous-groupe pr4cddent. 

(2) Si G est un groupe SU(4) de rang un associ4 ~ une extension ramifi4e, 

l'arbre AG est de type (q2, q), et G possbde un sous-groupe simplement 
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transitif sur ses ar~tes, qui est un produit libre de deux groupes cycliques 

d'ordre q + 1 et q2 + 1. 

De plus, pour ehaque numdro, G possbde un rdseau relatif de type cyclique, et 

qui peut  ~tre choisi comme sous-groupe distingud du sous-groupe prdcddent. 

(3) Si G est un groupe SU(3), associd ~ une extension non ramifide, l 'arbre A c  

est de type (q3, q), et G possbde un rdseau relatif au numdro des sommets 

de type q3 qui est de type cyclique. 

On peut aussi utiliser les tables de Tits et utiliser 

LEMME 16: Sous les hypothbses prdcddentes et dans le cas off le groupe rdsiduel 

du sommet s est un PGL2, le groupe Ks, qui est le fixateur dans G de s, contient 

un sous-groupe cyelique simplement transitif sur la sphbre unitd centrde en s. 

Ddmonstration: Comme s est un sommet, le groupe Ks contient un groupe Us 

et un groupe U-s ,  off a est une racine affine, ces groupes sont les groupes des 

points entiers de deux groupes unipotents opposes d 'un groupe alg~brique, et qui 

se projettent sur les groupes des matrices unipotentes sup~rieures et inf~rieures 

de PGL2(q) ou PGL2(q2). On sait que SL2 sur un corps est engendr~ par de tels 

groupes, donc les groupes PGL2(q) ou PGL2(q 2) admettent des rel~vements dans 

le groupe engendr~ par Us et U_~ qui est un quotient de SL2(D) ou de SL2(D'), 

off D' est l 'anneau des entiers de l'extension non ramifi~e de degr~ 2 de k. | 

Remarque: Cette m~thode donne encore des r~sultats analogues, pour q pair, 

pour les 4 autres types de groupes qui interviennent dans la classification de [T], 

et qui sont des formes de groupes orthogonaux a-quaternioniques, (il y e n  a 3), 

et d 'un groupe SU(3) quaternionique. 

3.7 PGU(4).  On consid~re le cas d'une extension non ramifi~e L de k et la 

forme hermitienne de rang un sur L 4, que l'on a ~crit 

Q ( x - 1 ,  ( u ,  v ) , x l )  : X _ l X  ~ -[- u u  a _ w v v  a -]- XlXa__l, 

l 'arbre du groupe SU(4) de cette forme est de type (q3, q3). 

Soit GU(4) le groupe des similitudes de cette forme, et PGU(4) son quotient 

par son centre form~ des matrices scalaires. 

On remarque que - w Q ( x _ i ,  (u, v), Xl) = Q ( - W X l ,  ( - w v ,  u), X - I ) ,  on  d~finit 

alors w par w ( e l )  = e - l ,  w ( a )  ---- ~, w(~)  ---- ~o~, w ( e _ l )  ----- --~Uel, c'est une  

similitude pour la forme hermitienne Q, dont le carr~ est scalaire. 
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En comparant [w[v�89 et wvo, on voit que les compacts maximaux de S U ( 4 ) / •  I 

sont conjugu6s par PGU(4), l'~16ment w 6changeant Ko et K ! .  La situation 
2 

analogue s celle du groupe PGL2(k), d'ofi 

PROPOSITION 17: Soit  G le groupe PGU(4) de rang un associd ~ une extension 

non ramifide, son arbre A c  est homogbne de t ype  q3, et  il y opbre t rans i t ivement  

Soient  r, s deux  entiers tels que 2r + s = q3 + 1, alors il exis te  des sous-groupes 

discrets de G isomorphes 

r ,8 = z , . . . , _  z , , z / 2 z , . . . ,  z /2z ,  
r 

s 

et opdrant s imp lemen t  t rans i t ivement  sur les s o m m e t s  de ,4G, et  il y a un 

i somorphisme nature1 entre l 'arbre de F~,8 ddfini par  son graphe de Cayley  et 

AG.  
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